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 الحمد لله والصلاة والسلام على سيدنا محمد رسول الله وعلى آله وصحبه أجمعين

 بعد ... أما
في ديوان الوقف السنّي في  ةالإسلاميالديني والدراسات فإن لجنة الرياضيات في دائرة التعليم 

من كتاب الجديد وتقدم لهم الطبعة السييييييابعة جمهورية العراق تهنئ طلبتنا الأعزاء بالعام الدراسييييييي 
. وهي إذ تشيد بجهود الأستاذين الفاضلين مؤلفَي الكتاب، فإنه السادس الثانويالرياضيات للصف 

يسييييعدها أن تقدم بتواضييييض بال  إضييييافات ترة أنها ضييييرورية لإثراء الكتاب وا  راجه بشييييكل أفضييييل 
المسييتوة العلمي لطلبة المدارس الإسييلامية. سيياعد على حصييول الفائدة المتو اة منه والنهو  بوت

د ال الألوان في إ را   وقد تمثلت هذه الإضييييييييافات والتيييرات في تييير شييييييييكل وحجم الطباعة وا 
،. كما قامت اللجنة القوانين والملاحظات ب ط أكبر وأوضييييييييط وضييييييييمن إطار ملون ةباكتو الكتاب 

 نوعة.تبأمثلة محلولة، وأسئلة م هاجميع إثراء فصول الكتابب
والذي من  لاله  )مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق(وقد تضييمن الكتاب أربعة فصييول أولها فصييل 

يتعلم الطالب مبدأ العدّ ومفكوك العدد وكيفية احتسيييييييييياب كل من التباديل والتوافيق. وفي الفصييييييييييل 
، )المشتقة(يدرس كيفية إيجاد الياية لم تلف أنواع الدوال. وشييمل الفصييل الثال   )الغاية(الثاني 

 )التكامل(قواعد عملية الاشييييتقاق وبعدها التطبيقات الهندسييييية للمشييييتقة. أما الفصييييل الأ ير الرابض 
 فقد تضمن قواعد عملية التكامل غير المحدد.

ء المسلمين القدماء الذين كان لهم الفضل تعريف طلبتنا الأعزاء بعلمااستمراراً في نهجنا في و  
، والذي شيييرعنا به منذ الصيييف الأول فسييينتعرف في الصيييف في تطوير علم الرياضييييات والهندسييية

 .(البيرونيالسادس على عالمنا الجليل )
ندعو الله أن ينتفض طلبتنا بما يتعلمون ويتقبل منّا ومنهم صييييييالط الأعمال وييفر لنا ولهم الزلل 

 بنا عنده في الصالحين المصلحين، ويهدينا بهديه لما يحبه ويرضاه ...وال طأ ويكت
 ٦١هود:  چبح    بخ  بم  بى    بي    چ

 
 الرياضيات تقويم منهج لجنة    

 في     
 ةيـالإسلامالديني والدراسات م ـرة التعليـدائ                                                    



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 البيروني
  (م1403-373ه/ 312-333)

 
 

وصيف بأنيه مين بيين أعتيم العليول   .أبو الريحان محمد بن أحمد البَيْرُونيالعالم الجليل هو  
وقيد ، أوزبكستتان يوار م فيي  ة  يا  عاصيمةمديني وليد فييربية الإسلامية  التي عرفتها ال لافة الع

بليية  يوار م تعنيي اليريي   ونتيالبير و .ليت راه ت ليداً  ونيير بالأ لن على هته المدينة اسم مدينة 
 .ي به ل ونه قليل الملام ب وار م وأهلها يسمون اليري  بهتا اشسمسمّ   أو الآتي من  ارك البلدة

اللييييرالة وال تابيييية م مبيييياد  تعليمييييه فييييي بلدتييييه  حييييي  حؤييييت اللييييرآن  وتعليّييي البيرونتتتتيوقييييد تللييييى  
 م اتجه  حياتهم العلمية.  ون، يبدغيره من ال لا  التين من الؤله والحدي  م ل  اً والحسا   وديئ

ه ميييلًا  لييى تلييا  فتتلمييت علييى يييد  لييى دراسيية العلييوم ال بيعييية والرياضيييات  بعييد أن وجييد فييي نؤسيي
في الرياضيات والؤلا  وعميل تحيت  راً مدهو  اً   و ان عالم(بن عراق ينصور بن علنصر م يأب)

وندير هنياا أوليى  تبيه  ديرين  امسية والعرحل  لى جرجان في سن ال . درافه في مرصده الؤل ي
اهتماميات  و يان ليه أيضياً  رياضييات وفي ييال  ان عالم .ن اللرون ال الية (مالآ ار الباقية وهو ) 

 .(بطليموس العرب)تسمية المستدرقون  أ لن عليه. الصيدلة والؤلا والتاريخ في مجال
 ميييينهم شمعيييياً  عالميييياً عربييييياً  ٦٢باسييييمه  لييييى جانيييي   اللميييير سييييميت فوهيييية بر انييييية علييييى سيييي ر

العربيييية   يييلال رحلاتيييه و تييي  بالليييية اليونانيييية والسنسييي ريتية م الليييية. تعليّييال يييوار مي وابييين سيييينا
 ان أول من أدار  لى وجود و ن الرل تدور حول محورها  أأول من قال  نيو البير و. والؤارسية
عليييى الرل  ن الجسيييام تسيييل  »: قيييال  حيييي (نييييوتن)بيييين الجسيييام قبيييل أن ي تديييؤها  الجاتبيييية

 .«فيها بسب  قوا الجت  المتمر  ة
 
 



 

تحلين ما للهند من ملولة ملبولة في ( و)الآ ار الباقية عن اللرون ال الية) من أشهر مؤلفاته :
 .(التؤهيم لوائل صناعة التنجيم)و (ةلالصيد تا  )و ( اللانون المسعود)و (العلل أو مرتولة

بين اللمر والدما  والتي عليها تعتمد تروف ر،ية وأوضر بال رين الهندسي الحدود النسبية 
الهلال ما لم تتد ل العوامل الجوية  وأوضر الؤرن بين النجوم )ال وا   ال ابتة( وال وا   

وقام بلياا  ول السنة على وجه دقين  ودرا  سوف الدما و سوف اللمر والؤرن   السيارة
 اً علمية في الترجمة  فلد ترجم ا نين وعدرين  تاب اً جهود يللبيرونوعلاوة على تلا فإن . بينهما

من الترا  العلمي الهند   لى اللية العربية   ما ترجم بعل الم،لؤات الرياضية من الترا  
 .الإغريلي  لى العربية

 

والتعيدين والصييدلة والرياضييات  أبحيا  جدييدة فيي عليم الؤليا والؤي ييال يللبيرونبحوثه العلمية : 
يسيت دم فيي قيياا اليو ن النيوعي للؤلي ات  اً مجال التعدين ابت ر جهيا   يؤف والجيولوجيا.والجيرافيا  
وسبن في علم الجيولوجييا  ليى الليول بنترييات رائيدة  .ويعد أقدم ملياا ل  افة المعادن والحجار 

 .ت يورات  يلال ال منية الجيولوجيية في ت يوين اللديرة الرضيية وميا  يرأ عليى اليابسية والميال مين
و تييي  فيييي الصييييدلة موسيييوعة علميييية ترديييد الصييييدلي  ليييى جمييييا الدويييية وا تييييار الجيييود منهيييا 

 .عملييات التل يير والترديير وغيرهيا وتحضير عدد من المر بات ال يمائية  واسيت دام الجهي ة فيي
العةتتل أو  يتحةيتتق متتا للهنتتد متتن مةولتتة مةبولتتة فتت)فييي مجييال اشجتميياع والحضييارة  هبييا تأمييا 

ل يل دارا لل لافية الهنديية  وميا للهنيود مين عيادات  مين أهيم ال تي  التيي تعيد مرجعياً  فهيو (مرذولة
هو من التين بح وا في تلسيم أما في الرياضيات ف. وأد  وتاريخوتلاليد ومعتلدات ودرائا وفلسؤة 

بحسييا  الم ل ييات  و تبييه فيهييا تييدل علييى أنييه عييرف  اً ى  لا يية أقسييام متسيياوية  و ييان ملمييال اوييية  ليي
وضييا نترييية لحسييا  محييي  و  قييانون تناسيي  الجيييو   وقييد عمييل جييداول رياضييية للجييي  والتييل.

الإسيييي رش   البيرونتتتتيوابت يييير . اسييييمه حتييييى الآن فييييي ال تيييي  المدرسيييييةالرل ش تيييي ال تعييييرف ب
سيتخ دم أيضًيا فيي تحدييد أبعياد الس واني الت  لم يلتصر على رصد ال وا ي  والنجيوم فلي   بيل ا

الجسام البعيدة عين سي ر الرل وارتؤاعهيا.  ميا ا تيرع جهياً ا  اصًيا يبيين أوقيات الصيلاة ب يل 
تلييان. ة ولييم ي خييفا هييتا العييالم لحتيية عيين البحيي  والييدرا  وأ مييرت هييته الحييياة العلمييية الجيياد دقيية وا 

الإنجلي ييية والؤرنسييية واللمانييية واللاتينييية    نلييل بعضييها  لييى اً عمييا ي يييد عيين مائيية وعدييرين م،لؤيي
 .ستؤادوا منهاوأ ت عنها اليربيون  وا

 

و انت وفاته في  لبه.  اً عليه  متؤاني بالعلم ملبلاً  اً حتى آ ر حياته ديوف البيرونيتل  فاته:و 
 م.٦40٢سنة  غزنةفي مدينة 

 



الفصل الأول ) مبدأ العد والتباديل والتوافيق ( وفي نهاية الساعة عند دراسة 

 الدراسية المخصصة لكل مفردة من المنهج يتوقع من المتعلم أن : 

يحسب عدد الطرق الممكنة لإجراء العمليات المتنوعة إستناداً إلى مبدأ  -1

 العد بدقة . 

 الرياضية .يبين مفهوم مضروب العدد باستخدام الرموز  -2

 يبين مفهوم التباديل باستخدام الرموز الرياضية .  -3

 يبين مفهوم التوافيق باستخدام الرموز الرياضية. -4

 يطبق خواص مضروب العدد في حل المسائل بسهولة .  -5

 يطبق خواص التباديل في حل المسائل بسهولة .  -6

 يطبق خواص التوافيق في حل المسائل بسهولة .  -7

 من خلال المسألة بسهولة. التوافيقيميز بين التباديل و -8

 يطبق قانون مضروب العدد بدقة في حل المسألة.  -9

 يحل سؤالاً لفظياً باستخدام قانون التباديل بدقة. -10

 يحل سؤالاً لفظياً باستخدام قانون التوفيق بدقة. -11

 



 

 
          

ڈ     ژ  ژ  ڑ   ڑ   ک  ک  ک    ڈڌ  ڌ  ڎ  ڎٹ ٹ چ 
 .الإسراء چڳ  ڱ  ڱ  ڱ  ڱ    ڳک  گ  گ   گ  گ   ڳ  ڳ

أن معرفة الحساب مطلب من المطالب المهمة التي يحتاجها الإنسان لتصريف شؤونه  
قه ائإن من الأهداف الرئيسية لدراسة علم الرياضيات أن يتعلم الدارس العدَّ وطر وأموره. وكذلك ف

وأساليبه التي تقلل من العمليات في سبيل الحصول على النتائج بوقت قياسي. وسوف نتناول في 
 العدد، والتباديل والتوافيق.  ضروب )مفكوك( ق، مثل مائصل بعض هذه الوسائل والطر هذا الف

 

(1-1 ) 
 
  :مبدأ العد

( ماان الطاارق المةتلفااة، ثاام 1نبعاادد ) الأولااىعمليااة الأجرياات كااان لاادينا  ك  ماان العمليااات و إذا 
( من الطارق المةتلفاة، .... 3( من الطرق المةتلفة، ثم ثالثة بعدد )ن2تلتها عملية ثانية بعدد )ن
 التي يمكن إجراء هذه العمليات بها، هو:الكلية وهكذا، فإن عدد الطرق 

 +ص حيث   ك    ك ن×  × ... 3ن×  2ن×  1ن
 

: لدى معرض بيع المولدات الكهربائية خمسة أنواع من المولدات، ومن كل نوع ثلاثة  1مثال
 مولدة في المعرض؟أحجام، ومن كل حجم يوجد عشر مولدات، فكم 

 مولدة   151=  11×  3×  5عدد المولدات في المعرض = الحل: 
 

 ( تصاميم مختلفة من6) ضمفي محل تجاري يالمعروضة : ما عدد البدلات الرجالية  2مثال
 ( قياسات مختلفة؟5كل لون ) ومن( ألوان، 7، ومن كل تصميم )البدلات

 بدلة   211 = 5×  7×  6عدد البدلات في المحل = الحل: 
 

( من الطارق المةتلفاة، .... 
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  الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق
 

 

إذا كااان  { أ ، ب ، ج ، د }ماان ارحاار  يمكاان كتابتهااا حاارفين مؤلفااة ماان : كاام كلمااة  3مثااال
 ؟ غير مسموح به -؟                             ب مسموحاً به -أ    تكرار الحر :

 إذا كان التكرار مسموحاً به: -الحل: أ
 4اةتيار الحرف الأول = طرق 
 4الثاني = اةتيار الحرف طرق 
 كلمة    16=  4×  4لاةتيارات الكلية = عدد ا

 
 إذا كان التكرار غير مسموح به: -ب

 4اةتيار الحرف الأول = طرق 
 3اةتيار الحرف الثاني = طرق 

 كلمة    12=  3×  4عدد الاةتيارات الكلية = 
 

،  3،  2 } اررقام( يمكن تكوينه من 666من ثلاث مراتب وأقل من ) اً مكون اً : كم عدد 4مثال
 إذا كان: {7،  6،  5،  4
 به؟ التكرار غير مسموح -ب                 موحاً به؟ التكرار مس -أ      
 إذا كان التكرار مسموحاً به: -الحل: أ

 4اةتيار مرتبة المئات = طرق 
 6اةتيار مرتبة العشرات = طرق 
 6اةتيار مرتبة الآحاد = طرق 

      ا  عدد  144=  6×  6×  4الكلية =  عدد الاةتيارات 

 
 إذا كان التكرار غير مسموح به: -ب

 4اةتيار مرتبة المئات = طرق 
 5ةتيار مرتبة العشرات = اطرق 
 4اةتيار مرتبة الآحاد = طرق 

      = ا  عدد  01=  4×  5×  4عدد الاةتيارات الكلية 
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 الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق 
 

 

عدد  ا( منها، فم4(، يراد سحب )6( إلى )1( قطع مرقمة من )6: وعاء يحتوي على ) 5مثال
 كلية للسحب:الاختيارات ال
 ؟ بدون إرجاع -ب؟                    في حالة الإرجاع -أ                    

 

 في حالة الإرجاع: -الحل: أ
 6سحب القطعة الأولى = ل الطرق الممكنةعدد 

 6القطعة الثانية =  الممكنة لسحبعدد الطرق 
 6القطعة الثالثة =  عدد الطرق الممكنة لسحب
 6القطعة الرابعة =  عدد الطرق الممكنة لسحب

        طريقة    1226=  6×  6×  6×  6الكلية لسحب الكرات =  الطرقعدد 
 

 بدون إرجاع: -ب
 6عدد الطرق الممكنة لسحب القطعة الأولى = 

 5كنة لسحب القطعة الثانية = عدد الطرق المم
 4عدد الطرق الممكنة لسحب القطعة الثالثة = 
 3عدد الطرق الممكنة لسحب القطعة الرابعة = 

         = طريقة   361=  3×  4×  5×  6عدد الاةتيارات الكلية لسحب الكرات 
 

( يمكان 6666)( وأقال مان 4666أكبر من )و مختلفة من أربع مراتب  اً مكون اً : كم عدد 6مثال
 { ؟7،  6،  5،  4،  3،  2،  1تكوينه من اررقام الآتية: }

 2،  1(، لذا فإننا سنستبعد عند اةتيار مرتبة الألوف الأرقام )4111العدد أكبر من )  الحل:
(، لذا فإننا سنستبعد عند اةتيار مرتبة الألوف 6111(، ولأن العدد أصغر من )3، 

 .(7،  6الأرقام )
 2اةتيار مرتبة الألوف = طرق 
 6اةتيار مرتبة المئات = طرق 
 [تعني أن التكرار غير مسموح به مختلفةرن كلمة ]     5اةتيار مرتبة العشرات = طرق 
 4اةتيار مرتبة الآحاد = طرق 

     ا  عدد  241=  4×  5×  6×  2الكلية =  الطرقعدد 
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  الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق
 

 

(، سحبت منه بطاقة، ثم ثانية 8( إلى )1( بطاقات مرقمة من )8: وعاء يحتوي على ) 7مثال
وضعت على يمين ارولى، ثم الثالثة وضعت يمين الثانية، فتكون عدد مؤل  من ثلاثاة 

 نحصل عليه بهذه الطريقة؟ اً أرقام. فكم عدد
 

 0سحب البطاقة الأولى = الطرق الممكنة لعدد الحل: 
 7البطاقة الثانية =  سحبكنة لالطرق الممعدد 
 6البطاقة الثالثة =  سحبالطرق الممكنة لعدد 

  ا  عدد    336=  6×  7×  0عدد الاةتيارات الكلية =     
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 الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق 
 

 

 :العدد (مفكوك)مضروب  (1-2)
الأصغر منه، أي أنه ناتج ع الأعداد الصحيحة الموجبة يجمالعدد في هو حاصل ضرب 

(. 1التي تبدأ بالعدد نفسه وتتناقص حتى تصل العدد )ضرب جميع الأعداد الصحيحة الموجبة 
 هو:  ن ، فإن مضروب العدد   ن  (. أي أن لكل عدد طبيعي ويرمز له بالرمز ) ! ( أو ) 

 
    1× ... ×(2-()ن1-ن)ن        ن  صفر 

   = ن!   
 1        صفر ن = 

 
 721=  1×  2×  3×  4×  5×  6=  ! 6 : 1مثال

 
 ا يأتي:جد ناتج كل مم   : 2مثال

           15 !                      6  × !5   ! 
   (ج       ،        (  ب      ،    !   3! +  5أ(    

          12 !               6  !– 5 ! 
 الحل:
 126=  6+  121( = 1×  2×  3( + )1×  2×  3×  4×  5= )!  3! +  5أ(       
 

     15 !   15  ×14  ×13  ×12 ! 

  =     =15  ×14  ×13  =2731  (ب
     12 !            12 ! 

 تعري  مفكوك العدد: حسب ]لاحظ أنه يمكننا تجزئة مفكوك العدد لتسهيل العد  
 :أي أن       (!1-ن! = ن)ن  

 كما في هذا المثال[    ! 12×13×14×15! = 13×14×15! = 14×15!= 15
 

    6  × !5 !    6 × !5          !6 × !5     !6×5×4×3×2×1       
           =  =  =  =144(  ج

    6  !– 5 !   6×5 !– 5       !5( !6 -1              )5             
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  الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق
 

 

 ! 3 –ن  16! + ن =  4: جد قيمة ن في المعادلة الآتية:     3مثال
 

 (1×  2×  3) –ن  16( + ن = 1×  2×  3×  4) الحل:
 6 –ن  16+ ن =  24
 6+  24ن =  –ن  16
 31ن =  15
  = 2ن 

 ( !3)ن +     
   =1  أثبت أن: 4إذا كان ن =  : 4مثال

 ( !1 –ن 2)   
 

 ! 7   ( !      3+  4)       ( !3)ن +          الحل:
               =  =  =1 

 ! 7( !       1 – 4×2)     ( !1 –ن 2)              
 

 

  1،  ر     6: إذا كان  ن! = ر!     فإن  ن = ر    بشرط   رملاحظة
 

 

 جد قيمة ن إذا علمت أن: : 5مثال
 24( ! = 3 –)ن  (ب        ،             46326ن ! = (أ
 

 ناتج ( الذي يمثل41321لكي نعرف قيمة ن نقوم بتحليل العدد ) (الحل: أ
 ثم 2 ثم 1المضروب، ويكون التحليل إلى عوامله تصاعديا  )أي          
 وهكذا(.…  4ثم  3         

 0×  7×  6×  5×  4× 3×  2×  1ن ! =  
  = ! 0ن ! 
  = 0ن 

41321 1 
41321 2 
21161 3 
6721 4 
1601 5 
336 6 
56 7 
0 0 
1  
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 الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق 
 

 

 24( ! = 3-)ن  (ب
 ( تصاعديا  وكالآتي:24لحل هذا النوع من الأسئلة أيضا  نحلل الرقم )

 4×  3×  2×  1( ! = 3 -)ن 
 ! 4( ! = 3 –)ن 

 4=  3 -ن 
 3+  4ن = 
  = 7ن 
 
 

  
24 1 
24 2 
12 3 
4 4 
1  
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  الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق
 

 

 :التباديل (1-3)
وهااو عبااارة عاان عاادد الاةتيااارات الممكنااة لمجموعااة ماان العناصاار )الأشااياء( مااع الأةااذ بن اار 

 ر.  مأةوذة منها ن   . وتقرأ تباديل  ل )ن ، ر(  الاعتبار الترتيب. ويرمز له بالرمز
   :ن   فإن  ط   ،    ر   ر  ،فإذا كان كل من   ن 

 ن Nر                (1ر+ –)ن ( × ... × 2-()ن1-ن)ن ل )ن ، ر( = 
 

 وكذلك فإن:
 

 

 = ن ر        ن!  =()ن ، ر ل   

 1ر =         ن

1        ر = صفر 
   

 ويمكن التعبير عن التباديل بالصيغة الآتية:
                               

 ن !                     
 ل )ن ، ر( =  

 ر(! –)ن                  
 
 

 361=  3×  4×  5×  6=  (4،  6ل ) : 1مثال
 

 طريقة ثانية:
                            6!           6×5×4×3×2! 

   =  =361=  (4،  6ل )         
                         (6-4        !)       2! 
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 الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق 
 

 

 ( فما قيمة ن؟3ل )ن ،  8( = 4ل )ن ، إذا كان   : 2مثال
 

 (2-)ن (1-)ن ن 0( = 3-)ن (2-)ن (1-)ن ن الحل:
              0=  3 - ن
  = 11ن 
 

 (6،  7ل )  
    جد ناتج ما يأتي: : 3مثال

 (5،  6ل )  
         2×  3×  4×  5×  6×  7(       6،  7ل )       الحل:

                 =  =7 
 2×  3×  4×  5×  6(          5،  6ل )             

 
 (4،  7ل ) 6( = 4،  16أثبت أن:      ل ) : 4مثال
 الحل:

 5141=  7×  0×  2×  11( = 4،  11ل )= الطر  اريمن
 5141=  (4×  5×  6×  7)×  6( = 4،  7ل ) 6 =الطر  اريسر

 ( 4،  11ل ) =(4،  7ل ) 6 
 

  
 1بشرط ن  فإن: ر =    إذا كان ل )ن ، ر( = ل )ن ،  ( :ملاحظة

 

 
 3، ر(  فإن   ر =  6( = ل )3،  6إذا كان  ل ) مثال :
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  الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق
 

 

 :التوافيق (1-4)
وهاو عبااارة عاان عاادد الاةتيااارات الممكنااة لمجموعااة ماان العناصاار )الأشااياء( دون أةااذ الترتيااب 

ن) ،  أو  ق )ن ، ر( بن ر الاعتبار. ويرمز له بالرمز 
 . ر  مأةوذة منها  ن  وتقرأ توافيق  (ر

 ن    فإن:  ط   ،    ر    ر  ،فإذا كان كل من   ن 

 

 

  = ق )ن ، ر( 
 ل )ن ، ر(    
   
 ر !        

      رN  ن 

 

 :ففي حالات ةاصة يكونوكذلك 
 

   

   = ق )ن ، ر(  
  1        ر = ن 

  1        ر = صفر 

 1=  ر        ن  
 

 كلًا من: جد : 1مثال
 (6،  7ق ) ( ،       د (2،  2ق )  (،     ج (1،  5ق )  (،     ب (3،  9ق ) ( أ

 
  7×  0×  2     (   3،  2ل )                         الحل:

   =  =04=  (3،  9ق ) ( أ 
                          3     !        3  ×2  ×1 
 5=  (1،  5ق ) ( ب
 ] من الخواص [             1=  (2،  2ق ) ( ج
 1=  (6،  7ق ) ( د
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 الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق 
 

 

 فما قيمة ن؟  15( = 2 إذا كان  ق )ن ، : 2مثال
  (2ل )ن ،  

   = 15   الحل:
    2 !  

  (1-ن )ن  
 = 15 

   2  ×1  
     31ن =  – 2ن
      1=  31 –ن  – 2ن

 1( = 6 –( )ن 5)ن + 
 (ط     5-   )يهمل لأن     5 -ن =        1=  5ن + أما  

 6ن =          1=  6 –ن   أو
         = 6ن 

 
 

 (.2ق )ن ، 2( = 3،  1إذا علمت أن:      ق )ن+ جد قيمة ن : 3مثال
 (2ل )ن ،  2         (3،  1ل )ن+      الحل:

    =    
        3 !        2 ! 
 (1-ن )ن  2       (2- 1()ن+1- 1()ن+1)ن+ 

  =    
          3  ×2  ×1    2  ×1 
 (1-ن )ن  2            (1 -( ن )ن 1)ن+    

  =    
             6     2 

  (1)ن +    
  = 1            

     6  
      6=  1 + ن

           = 5ن 

ط    
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  الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق
 

 

 (  فما قيمة  ن؟2ل )ن ،  3( = 4إذا كان   ق )ن ،  : 4مثال
  (4ل )ن ،       الحل:

 = 3  ، (2ل )ن 
       4 !  
  (3-( )ن2-( )ن1-ن )ن  

 =  3  (1-ن )ن 
      4  ×3  ×2  ×1  

  3×  24( = 3-( )ن2-)ن 
 72=  6ن +  5 – 2ن
 1=  66 -ن  5 – 2ن

 1( = 11 -( )ن 6)ن + 
 )يهمل(   6 -ن =            1=  6ن +    أما       
 11ن =           1=  11 -ن     أو       
         = 11ن 

 

    فإن:   ر  ، ق )ن ، ر( = ق )ن ،  (   إذا كان :ملاحظة 
 = ر +  ن           

 (ر -ن ق )ن ، ر( = ق )ن ،    أي أن:
 

 9=  2+  7(  فإن   ن = 2( = ق )ن ، 7إذا كان  ق )ن ،  : 5مثال
 
 (2،  2ل )  –( 5،  5ق ) 16( + 6،  14ل ) 4 –!  6جد ناتج ما يأتي:   : 6مثال
  (2،  2ل ) –( 5،  5ق ) 11( + 1،  14ل ) 4 –!  1   الحل:

         =1 – 4  ×1  +11  ×1 – 2  ×1      
  =1 – 4  +11 – 2 
  =5 
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 الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق 
 

 

 (98،  166جد ناتج ما يأتي:  ق ) : 7مثال
 ر( -ق )ن ، ر( = ق )ن ، ن    الحل:

 ( 2،  111( = ق )20،  111ق) 
                                         51 

 22×  111(      2،  111ل )                                
                              =   =  =4251 

                                     2               !2  ×1 
                                                                                     1 
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  الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق
 

 

 
 

 ( 1-1)تمارين 
 جد بصورة مباشرة: (1
   (26،  26ق ) د(        (1،  4ق ) ج(         (1،  2ل ) ب(          ! 3! + 1 أ(  

 

  جد ناتج كل مما يأتي: (2
     6       4 !         4  + !3 !       7 ! 

 ! 2 –!  5 (د      ج(       ب(    -    أ(
    5       !5 !         4  !- 3 !    (7 – 3! ) 

 

 جد قيمة ن لكلٍ مما يأتي: (3
 721ن ! =   (3       121ن ! =   (2             24ن ! =   (1  
 5141( ! = 2)ن +   (6       24( ! = 5 –)ن   (5       6( ! = 1 –)ن   (4  

 ( !1)ن +              ن !         1ن !                
  7)    =    8)    =21       9)    =56 

 ( !1 -)ن              ( !    2 -)ن      5( !     1)ن +     
 

  
 ( !1)ن +                                       

   =72 أثبت أن:  8إذا كان ن =  (4
 ( !    1 -)ن    

 
 جد ناتج كل مما يأتي:( 5

              (3،  5ل )     
1)         

          (1،  4ل )     
      1 

2)  [ ( 3،  7( + ل )4،  7ل)]  
    216    
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 الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق 
 

 

 قيمة ن لكلٍ مما يأتي:جد ( 6
 (4ل )ن ،  12 ( =6ل )ن ،   (أ   
 (2،  2-ل )ن 3 ( =2،  3-ل )ن4 (ب   
  (2( = ق )ن ، 4،  2ق )ن+   (ج   
 (3( = ل )ن ، 2،  1ق )ن+ (د   
 ن 24( = 3،  1ل )ن+ (ه   
               (3ق )ن ، 2          
       = 4   (و   
 (2ل )ن ،            

 

   (4،  1ل )ن+         
   (2،  1-ل )ن   =2  (ز  

 (2،  3ل )          
 

   5            (4ل )ن ،          
    =   (ح  
       3          (4،  1-ل )ن        
    

 (2ق )ن ،  14( = 4ق )ن ،  3 ط(  
   

 (2 -)ن  42( = 3ل )ن ،  ي(  
 

 (3( = ق )ن ، 7ق )ن ،  ك(  
 
 :إذا كانما قيمة  ن   (7

 ؟   96( = 2ل)ن ،  أ(
 

 ؟  21( = 2ق)ن ،  ب(
 

 ؟  28( = 2ق )ن ، (  ج   
 

  
 
 

24



  الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق
 

 

 :تطبيقات على مفكوك العدد والتباديل والتوافيق (1-5)
  :تطبيقات على مفكوك العدد -1
 ( أشخاص على خط مستقيم؟6: بكم طريقة يمكن أن يق  )1مثال
 طريقة 721=  1×  2×  3×  4×  5×  6! =  6  الحل:
 

( وظائ . جد عدد طارق 16( أشخاص يراد توزيعهم على )16من ) ةمكون مجموعة: 2مثال
 التوزيع؟

 طريقة 3620011=   1×  2×  3×  4×  5×  6×  7×  0×  2×  11! =  11 الحل:
 

للفرياق أن يلعاب بالترتياب  ( لاعبااً، بكام طريقاة يمكان11: فرياق كارة قادم مؤلا  مان )3مثال
 المختل ؟

 الحل:
 طريقة 32216011=   1×  2×  3×  4×  5×  6×  7×  0×  2×  11×  11! =  11

 

  :تطبيقات على التباديل -2
 اً ، فكم عدد { 9،  8،  7،  6،  5،  4،  3،  2،  1 }س =  إذا كانت المجموعة   :1مثال

 س؟ يمكن تكوينه من أرقام المجموعة مختلفة من أربع مراتب  اً مكون
 طريقة 3124=  6×  7×  0×  2( = 4،  2ل ) الحل:
 

ماالي( ال المسؤول: يراد انتخاب لجنة مؤلفة من ثلاثة أعضاء )الرئيس، نائب الرئيس، 2مثال
( مشارك في الانتخاب. فما هو عدد الطرق المناسبة لاختياار أعضااء 266من بين )
 اللجنة؟

 طريقة 7001411=  120×  122×  211( = 3،  211ل ) الحل:
 

أ ، ب ، ج ، د ، و ،  }: كم كلمة مؤلفة من ثلاثة حرو  يمكن تكوينها مان الحارو  3مثال
 ؟{ س

 كلمة 121=   4×  5×  6( = 3،  6ل ) الحل:
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 الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق 
 

 

. كاام تطبيقاااً متقااابلًا يمكاان تكوينااه ماان المجموعااة )أ( إلااى  {3،  2،  1}: لااتكن أ = 4مثااال
 المجموعة )أ( نفسها؟

 تطبيقا  متقابل     6=   1×  2×  3! =  3( = 3،  3ل ) الحل:
 

     ،  { 4،  2 } =ه يمكاان تكوينااه إذا كاناات:   ع إلااى  ه : كاام تطبيقاااً متبايناااً ماان  5مثااال
 ؟{ ج ، ب،  أ } =ع 
 باينا  تطبيقا  مت   6=  2×  3( = 2،  3ل ) الحل:

 
  :تطبيقات على التوافيق -3

 ؟أي ثلاث منها ليست على استقامة واحدة ( نقاط16يمكن تكوينه من ) اً : كم مربع1مثال
       7×  0×  2×  11(     4،  11ل )   

 طريقة    =   =211  ( =4،  11ق )     الحل:
       4           !4  ×3  ×2  ×1 

 
فما  ( أسئلة فقط.5( أسئلة، والمطلوب الإجابة على )6: إذا احتوت ورقة ارسئلة على )2مثال

 عدد طرق الإجابة؟
       2×  3×  4×  5×  6(     5،  6ل )   

 طرق    =   =6  ( =5،  6ق ) الحل:     
      5           !5  ×4  ×3  ×2  ×1 

 
( طالبااً، جاد عادد 26( طلاب من باين )3: للقيام بمراسيم رفع العلم العراقي يتم اختيار)3مثال

 طرق الاختيار.
       10×  12×  21(    3،  21ل )  

 طريقة    =   =1141  (  =3،  21ق )    الحل: 
      3            !3  ×2  ×1   
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  الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق
 

 

 :ملاحظة
ن )أو أكثاار( ماان ارشااياء، وطلااب اختيااار مجموعااة منهمااا تضاام كاالا اإذا ذكاار صاانف

الصنفين )كل ارصنا ( بأعداد محددة، فيتم إيجاد التوافيق لكل منها ثم ضرب تلك 
 النواتج.

 
 

( 5طاالاب ماان بااين ) ة( طالبااات وأربعاا3: بكاام طريقااة يمكاان اختيااار لجنااة مكونااة ماان )1مثااال
 ( طلاب؟7طالبات و)

       3×  4×  5     ( 3،  5ل )                          
 طرق لاةتيار الطالبات    =   =11  ( =3،  5ق )  الحل: 

                             3           !3  ×2  ×1 
       4×  5×  6×  7    (  4،  7ل )                         

 طريقة لاةتيار الطلب     =   =35 ( =4،  7ق )         
                            4    !        4  ×3  ×2  ×1 

 طريقة     351=  35×  11 عدد الطرق الكلية =         
 

، ماا مؤسساة فاي ماؤتمرٍ لتمثيال ( أشاخاص 6مكون من ): بكم طريقة يمكن اختيار وفد 2مثال
 ( نساء بشرط:5( رجال و)7من مجموع )

 أن يكون أعضاء الوفد جميعهم من الرجال؟ (ب    أن يتضمن الوفد امرأتين؟ (أ
 

 4فإن عدد الرجال سيكون  منهم نساء 2، فإذا اشترط أن يكون 6عدد أفراد الوفد هم  (الحل: أ
     :طرق اةتيار المرأتين من أصل ةمسة في المؤسسة ستكون 

       4×  5(      2،  5ل )   
 طرق     =   =11  ( =2،  5ق )        

      2           !2  ×1 
 طرق اةتيار الرجال الأربعة  من أصل سبعة رجال في المؤسسة ستكون:و 

       4×  5×  6×  7(     4،  7ل )   
 طريقة    =   =35 ( =4،  7ق )        

      4          !4  ×3  ×2  ×1 
   (4،  7ق)( × 2،  5ق) =لاةتيار الوفد  عدد الطرق الكلية 

 طريقة     351=  35×  11 =                                     

الصنفين )كل ارصنا ( بأعداد محددة، فيتم إيجاد التوافيق لكل منها ثم ضرب تلك 
النواتج.
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 الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق 
 

 

عندما يكون أعضاء الوفد جمايعهم مان الرجاال، فهاذا يعناي أن عادد النسااء )صافر(. لاذا فاإن  (ب
 ( رجال من أصل سبعة رجال في المؤسسة ستكون:6طرق اةتيار الوفد المؤلف من )

 

 [لماذا؟]           (   1،  5ق)×   (1،  7ق ) = (1،  5ق)×   (6،  7ق )
                               = 7 × 1 
 قطر  7=                                 

 
( قمصااان، فاابكم طريقااة يمكاان أن 8( بنطلونااات، و)5( سااترات، و)4: لاادى شااخص ) 3مثااال

 يظهر هذا الشخص وهو يرتدي سترة وبنطلون وقميص؟
                 4( = 1،  4عدد اةتياراته لارتداء السترة = ق)الحل:   

 5( = 1،  5عدد اةتياراته لارتداء البنطلون = ق)  
 0( = 1،  0عدد اةتياراته لارتداء القميص = ق)  

     = طريقة   161=  0×  5×  4عدد الطرق الكلية ل هور الرجل 

} 
 
 
 

 
 

 
 ]من الخواص[
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  الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق
 

 

 
 

 

 (2-1)تمارين 
 كراسي مرتبة باستقامة واحدة ؟(  7بكم طريقة يمكن لسبعة اشةاص الجموس عمى ) (1
( ماانيم 3( أعضااء. بكام طريقاة يمكان اةتياار )11مجماس إدارة إحادى الشاركات مكاون مان )( 2

 ليشغموا المناصب )الرئيس ، النائب الأول لمرئيس ، النائب الثاني لمرئيس(؟
 
( لاعباين، بكام طريقاة يمكان اةتياار فرياق 6( لاعبين، )ب( تضام )8مجموعتان: )أ( تضم ) (3

 ( لاعبين من )أ( ولاعبين من )ب(؟3مكون من )
 
 ؟أي ثلث منيا ليست عمى استقامة واحدة ( نقطة12يمكن رسمو من مجموع ) اً كم مثمث (4
 
 ؟(7) كم مجموعة ثنائية يمكن تكوينيا من مجموعة عدد عناصرىا (5
 
 {؟ه،ن، م}=ص{ ، 1،  2=}س يمكن تكوينو إذا كانت: صإلى  سمن  اً متباين اً كم تطبيق (6
 
،  5،  4،  3( يمكن تكوينو مان الأرقاام }711( مراتب وأصغر من )3من ) اً مكون اً كم عدد (7

 بو؟ اً ر مسموحالتكرا ({ إذا كان: أ8،  7،  6
 التكرار غير مسموح بو؟ (ب                          

 
،  5،  4،  3 ( يمكن تكوينو من الأرقام }4111( مراتب وأكبر من )4من ) اً مكون اً كم عدد (8

 بو؟ اً { إذا كان التكرار مسموح 8،  7،  6
 
( منياا. كام سايكون 4ساحب ) ياراد(، 11( إلى )1( قطع مرقمة من )11كيس يحتوي عمى ) (9

 رجاع؟الإ مععدد الاةتيارات الكمية لمسحب 
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 الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق 
 

 

( كاااارات 3، فااااإذا أردناااا سااااحب)(15، ... ،  2،  1)( كاااارة مرقماااة 15وعااااء يحتااااوي عماااى ) (16
 الواحدة تمو الأةرى دون إرجاعيا، فكم طريقة يمكن أن تتم بيا ىذه العممية؟

 
 عراقي(؟الكم كممة مؤلفة من ثلثة حروف مةتمفة يمكن تكوينيا من حروف كممة ) (11
 

( أساائمة، فاابكم طريقااة يمكاان لمطالااب الإجابااة إذا 11ورقااة أساائمة مااادة الرياضاايات تتضاامن ) (12
 كان المطموب:

 ( أسئمة فقط؟8الإجابة عمى ) (أ
 ( أسئمة فقط، بشرط أن تكون الأسئمة الثلثة الأولى من ضمنيا؟8الإجابة عمى ) (ب  

 
( يمكاان تكويناو ماان 811( وأصااغر مان )411( مراتااب وأكبار مان )3مان ) اً مكوناا اً كام عادد (13

ذا لم يسمح ؟{ إذا سمح 8،  7،  6،  5،  4،  3،  2،  1الأرقام }  بتكرار الأرقام ، وا 
 

( لجان، وضمت 4( دولة إسلمية، وكل دولة مثمتيا )35شيد مؤتمر إسلمي حضوراً لا) (14
 ر المؤتمر؟حض اً ( مشاركين. فكم مشارك11كل لجنة )
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  الفصل الأول: مبدأ العدّ والتباديل والتوافيق
 

 

 

 

 
 

 چڀ  ٺ         ٺ  ٺ  ٺ  ٿ   ٿ  ٹ ٹ چ 

 القدر 

 

 ؟التي تعادل ليلة القدر السنواتعدد  ما 
 ؟ليلة القدر عدد اريام التي تعادل ما 
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عند دراسة الفصل الثاني ) الغاية ( وفي نهاية الساعة الدراسية المخصصة 

 لكل مفردة من المنهج يتوقع من المتعلم أن : 

 

 يبين مفهوم ) غاية الدالة( عند عدد معين بوضوح .  .1

 يجد غاية الدالة عند عدد معين بطريقة التعويض المباشر بدقة .  .2

 يجد غاية الدالة عند عدد معين بطريقة التحليل بدقة .  .3

 يحدد الطريقة المناسبة لإيجاد غاية الدالة عند عدد معين بسهولة . .4

 يجد غاية الدوال المجزئة عند عدد معين بالطريقة المناسبة لكل دالة. .5

يجد قيمة مجهول في دالة علمت غايتها عند عدد معين بالطريقة  .6

  المناسبة لكل دالة .
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    :مقدمة( 2-1)
مفهوم الدالة وكيفية إيجاد قيم الدالة عند أي عنصر ينتمي إلى مجالها،  ناسبق وأن درس

 وتعيين أوسع مجال للدالة الحقيقية.
 :مثل( حفي مجموعة الأعداد الحقيقية )ومن المفيد أن نذكر بعض الصيغ غير المعرفة 

 أ                                    أ   
 .حغير معرف في   ——أي أن   ح أ        ح    —— (1

 صفر                                صفر    
 

 

                صفر       3     5-      1     
 .حف في غير معر  كل منها       ، ... ——،    —— ، ——،  ——مثل: 
 صفر   صفر      صفر     صفر      

 أي أن القسمة على صفر كمية غير معروفة.

 عدد زوجي موجب.  ن   ، -ص ح     لكل أ        أ  ن(  2

 كل منها غير معر ف في  ح .   24- 6 ،  2- 4  ،   9-   مثل:
 

المهمة إن مفهوم الغاية من المفاهيم الأساسية في الرياضيات إذ يعتمد عليه كثير من المفاهيم 
الأخرى مثل الاشتقاق والتكامل، وسوف نتناول فكرة الغاية بطريقة مبسطة، وسيكون اهتمامنا 

 الغاية للدوال عند نقطة معينة.بصفة خاصة بالقواعد والنظريات التي تسهل عملية إيجاد 
 .د)س( غـــــــــــــــافإذا كانت د)س( دالة، فيرمز لغاية الدالة عندما س تقترب من العدد )أ( بالرمز: 

 أ ←س                                                                                                                                             
 

ن كثير تقترب   س  نعني أ   تقترب من  س عندما نقول إن و   أ. س اً جداً )إلى حد كبير( وا 
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  الفصل الثاني: الغايـة
 

 

    :طرق إيجاد الغاية( 2-2)
 هناك عدة طرق لإيجاد غاية الدالة عند نقطة معينة، نذكر منها:

    طريقة التعويض المباشر: -1
س )مجهول الدالة( بالعدد الحقيقي الذي تقترب منه. بمعنى   ونعني بها التعويض عن قيمة

 أن غاية الدالة عندما س تقترب من عدد ما، تساوي قيمتها عند ذلك العدد. أي أن:
 ( أ د)=  د)س( غـــــــــــــــا 

 أ ←س     
 

 فإن:  5س + 3 – 2فمثلًا: إذا كانت د)س( = س
 (2= د) د)س( ــــــــــاــــــــغـــــ

 2←س  
( =2)2 – 3(2 + )5 
 =4 – 6  +5 
 =3 

 رّفة عند العدد الذي تقترب منه سالحالات التي تكون فيها الدالة معوتستخدم هذه الطريقة في 
 وهذه الحالات هي:

 وتكون غايتها عند أي عدد تساوي قيمة الثابت. أي أن: إذا كانت الدالة ثابتة: -أ
 

  عدد ثابت فإن:كانت د)س( = ك  ،   حيث   ك  إذا  
 ح أ                ك     =  د)س( غـــــــــــــــا

 أ ←س   
 

 أمثلة:
 فإن: 11إذا كانت د)س( =  (1

 11=  د)س( ـــــــــــاــــــــــــــــــــــغــ   وكذلك    11=  د)س( ـــــــــــاـــــــــــغــ
   5  ←س                                                   2←س         
  
   3 =  (  3  ) ـــــــــــاـــــــــــغــ (2

                                              1- ←س       
 
 15 -=  (15-) ـــــــــــاـــــــــــغــ (3

     0←س  
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       الفصل الثاني: الغايـة
 

 

لأن متعددات الحدود )كما درست سابقاً( معر فة لجميع  :حدود متعددةإذا كانت الدالة  -ب
 (.حفي   الأعداد الحقيقية )معر فة دائماً 

 

  
 أمثلة:

  فإن:   1س + 2+  3إذا كانت د)س( = س (1
   1( + 3)2+  3(3= ) د)س( ـــــــــــاـــــــــــغــ
 3←س  

  =22  +6  +1 
  =34 

 
   (5س + 2 – 3)س ـــــــــــاـــــــــــغــ  جد (2

 1- ←س        
  5( + 1-)2 - 3(1-= ) (5س + 2 – 3)س ـــــــــــاـــــــــــغــ  الحل:
   1- ←س                     

  =-1  +2  +5 
  =6 
 

 فإن:   4 -س 4 - 2إذا كانت د)س( = س (3
   4 -( 3-)4 - 2(3-= ) د)س( ـــــــــــاـــــــــــغــ
 3- ←س  

  =9  +12 - 4 
  =12 

 
  5+  2(2-) 3 – 4(2-= ) (5+  2س3 – 4)س ـــــــــــاـــــــــــغــ (4
 2- ←س         

  =16 - 12  +5 
 =9 
 

  1+  2(  2 = ) (1+  2)س ـــــــــــاـــــــــــغــ (5
   2  ←س      

  =2  +1 
  =3 
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  الفصل الثاني: الغايـة
 

 

ومضاعفاته( )التعويض للدالة تحت الجذر التربيعي جذرية وكانت نتيجة إذا كانت الدالة  -ج
 :عدد غير سالب. أي

  ح   فإن: ،    أ    (س)ل ن إذا كانت د)س( =
 

 ن  عدد فردي            د)س( = د) أ ( غــــــــــــــــا( 1
 أ ←س                  

 

 صفر ) أ ( لن  عدد زوجي ،              د)س( = د) أ ( غــــــــــــــــا( 2
 أ ←س                  

 
  
 أمثلة:

   15=   5+6+4=   5+  (2-)3 – 2(2-) =     5س + 3 – 2س  ــــــــــاــــــــــــــــــــــــــغــ (1
 2-←س       

 
 1-=    1-  3 =  5 – 2(2)  3=   5 – 2س 3 ــــــــــاــــــــــــــــــــــــــغــ (2
 2←س        
 
 2=    32  5 =  2+  6 – 36  5=   2س + 2 – 2س4 5 ــــــــــاــــــــــــــــــــــــــغــ (3

 3←س        
 
 3=    11  4 =  1+  45 – 125  4=    1س + 9 – 3س  4 ــــــــــاــــــــــــــــــــــــــغــ (4

 5←س        
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       الفصل الثاني: الغايـة
 

 

. لا تساوي صفراً  المقامدالة في التعويض كسرية بشرط أن تكون نتيجة إذا كانت الدالة  -د
  :أي

 ه)س(                           
 فإن:    ——— إذا كانت د)س( =

 ل)س(                           
 

 صفر (  أ ح  ،   ل) أ                د)س( = د) أ ( غــــــــــــــــا   
 أ ←س                 

 

 
  أمثلة:

 3+  2س                         
 فإن:    ————د)س( = إذا كانت ( 1

 5 – 2س 
 

(-1)2  +3        4 
 1-=  ——=   —————د)س( =  ــــــــــاــــــــــــــــــــــــــغــ

 4-       5 – 2(1-)             1- ←س       
 

 24       1+1+1     1+2(2)2+3(2)     8+  2س2+  3س                  
 4=  —— = ———— = ——————=  ———————— غــــــــــــــــــــــا( 2

 6       4+6-1     4(+2)3–2(2)2     4س + 3 – 2س2      2←س          
 

 

 صفر      3-6-9      3-(3)2-2(3)     3 -س 2 - 2س                 
 = صفر —— = ———— = ——————=  ——————— غـــــــــــــــــــــــا( 3

 34        2+22         2+2(3)3          7+  2س3         3←س          
 

)التحليل إلى ة فنلجأ إلى طريقأما إذا كانت نتيجة التعويض في دالة المقام تساوي صفراً، 
 العوامل(.

 
    طريقة التحليل إلى العوامل: -2

تستخدم هذه الطريقة في حالة الدوال الكسرية التي تكون فيها نتيجة التعويض لدالة المقام 
باستخدام طرق التحليل التي درستها سابقاً، تساوي صفراً. وتتم بتحليل البسط أو المقام أو كليهما 

اختصار العوامل المتشابهة بين البسط والمقام بحيث تصبح نتيجة التعويض لدالة المقام لا ثم 
 تساوي صفراً. عندئذ نستخدم طريقة التعويض المباشر آنفة الذكر.
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  الفصل الثاني: الغايـة
 

 

 أمثلة:
        2س+                       

  ————— غـــــــــــــــــــــا( جد 1
 س2+2س      2-←س               
 الحل:

تساوي صفراً، وعليه نحلل المقام  2-من الواضح أن نتيجة التعويض لدالة المقام عندما س=
 ذلك عدببإخراج العامل المشترك الأكبر ثم نختصر العوامل المتشابهة بين البسط والمقام، و 

 :2-يمكننا التعويض بالقيمة س =
 (2)س+                      2س+                 
 ————— ــــــــــاــــــــــــــــــــــــــغــ=  ————— غــــــــــــــــــــــــا

                                         (2+سس)      2-←س      س2+2س       2-←س    

                                             1 
 ——— ــــــــــاــــــــــــــــــــــــــغــ=  

                            س       2-←س                                
                                 1 

 = ——— 
                                -2  

 
        25-2س                      

  ————— غـــــــــــــــــــــا( جد 2
 5-س        5←س                
 الحل:

 (5)س+(5-)س               25-2س             
 10= 5+5=  (5)س+ــــــــــاـــــــــــــــــــــــــغ=  —————— ــــــــــاـــــــــــــــــــــــغــ=  ———— غـــــــــــــــــــــا

                                         5←س            (5-س)        5←س         5-س       5←س    

 
        27+3س                     

  ————— غـــــــــــــــــــــا( جد 3
 3+س       3-←س              

 الحل:
 (9س+3-2)س(3+)س               27+3س             
  ———————— ــــــــــاـــــــــــــــــــــــغــ=  ———— غـــــــــــــــــــــا

                                         (3+س)           3-←س        3+س      3-←س    

 22=  9+9+9=  9(+3-)3–2(3-=)( 9س+3-2)س ــــــــــاـــــــــــــــــــــــغــ=  
 3-←س         

                  

38



       الفصل الثاني: الغايـة
 

 

        3-س2-2س                    
  —————— غـــــــــــــــــــــا( جد 4

 9 -2س        3←س              
 الحل:

 (1+)س (3-)س                 3-س2-2س             
  ——————— ــــــــــاـــــــــــــــــــــــغــ=  —————— غـــــــــــــــــــــا

  (3+)س(3-س)       3←س          9 -2س        3←س    
 

 2                     4        1+3       (1+)س                                                                         
 —— = —— = ——— = ———— ــــــــــاـــــــــــــــــــــــغــ=  

 3              6             3+3              (3+)س        3←س                     
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 إيجاد غاية الدالة المج( 2-4)
 
  :أةز

بعــض الــدوال الحقيقيــة تكــون معر فــة بــةكثر مــن قاعــدة اقتــران )كــل قاعــدة اقتــران لفتــرة معينــة مــن 
 الأعداد الحقيقية(، مثل:

 

 
  2 س             3 - 2س 

  = د)س( 
  2س        س       3 – 2 

 

)أي لكــل الأعــداد   2 سعنــدما   3 - 2سد)س( = لاحــظ أن قاعــدة الاقتــران لهــذه الدالــة هــي 
قاعـــدة أي التـــي تقـــع إلـــى يمينـــه علـــى خـــط الأعـــداد(. وأن  2الحقيقيـــة التـــي هـــي أكبـــر مـــن العـــدد 

)أي لكل الأعداد الحقيقية التـي هـي   2 سعندما   س3 – 2د)س( = الاقتران لهذه الدالة هي 
وأن العدد الذي يفصل بين هاتين  أي التي تقع إلى يساره على خط الأعداد(. 2أصغر من العدد 

 .2الفترتين هو العدد 
 وبصورة عامة إذا كانت الدالة مجز أة بالصيغة:

 

 
 حـ  س           )س(ه 

  ح حـ     حيث                         د)س(= 
 حـ س              )س(ل 

 فإن:
لإيجاد غاية الدالة د)س( عندما تقترب س من حـ )العدد الذي يفصل بين  -أ

 نتبع ما يأتي: غــــــــــــــــا  د)س(الفترتين( 
   حـ ←س                       

 
 .ه)س( غــــــــــــــــا حـ( أي نجد  نجد غاية الدالة من جهة اليمين )في الفترة التي تكون فيها س (1

   حـ ←س                                                                                                                                           
 
 .)س(ل غــــــــــــــــا حـ( أي نجد  )في الفترة التي تكون فيها س اليسارنجد غاية الدالة من جهة  (2

   حـ ←س                                                                                                                                           
 
غاية عند  االدالة لهسار، فإن من جهة اليتها غايتساوي  غاية الدالة من جهة اليمينإذا كانت  (3

 النقطة حـ ، وقيمتها هي قيمة كل من الغايتين.
 . غاية عند النقطة حـ الهليس ، فإن الدالة متساويتين رغي تان المذكورتانغايأما إذا كانت ال
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نتبع  ح، حيث ب    حـ ب لإيجاد غاية الدالة د)س( عندما تقترب س من  -ب
 ما يأتي:

 ه)س( ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ=  )س(د ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ     حـ  فإن   بإذا كانت  (1
   ب ←س                         ب ←س                                                           

 
 )س(ل ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ=  )س(د ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــحـ  فإن        بإذا كانت  (2

   ب ←س    ب                      ←س                                                                  

 أمثلة:
 

 
  2 س             1-س5 

  إذا كانت  د)س(=( 1
  2س              1+2س2 

 

 د)س( إن وجدت. غـــــــــــــــــــــــاجد 
 2 ←س             

)العــدد الــذي يفصـل بــين الفتــرتين( فنةخــذ  2←المطلـوب إيجــاد غايــة الدالــة عنـد النقطــة س الحــل:
 الغاية من جهة اليمين والغاية من جهة اليسار.

 9=  1+2(2)2=  (1+2س2) ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ=  الغاية من جهة اليمين
 2 ←س                                              

 

 9=  1-( 2)5=  (1-س5) ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ=  الغاية من جهة اليسار
 2 ←س                                                        

 الغاية من جهة اليسار = الغاية من جهة اليمين 
 2←الدالة لها غاية عندما س 
 9=  )س(د ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ 

 2 ←س         
    

 

 
  1س              1-2س3 

  ( إذا كانت  د)س(=2
  1 س             3س+2  

 
 د)س( غــــــــــــــا( ج      د)س(    غــــــــــــــا( بد)س(         ــــــاــغــــــ( أفجد:  
 1 ←س                                        3 ←س                                    1 ←س                         

 

 2=  1-2(1)3=  (1-2س3) ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ=  الغاية من جهة اليمين (أ الحل:
 1 ←س                                                     

 5=  3( +1)2=  (3+س2) ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ=  الغاية من جهة اليسار
 1 ←س                                                 

 الغاية من جهة اليمين  الغاية من جهة اليسار 
  1 ←لها غاية عندما سليس الدالة 
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 ( لتكون:1-2س3فنةخذ الدالة )    3  1ب( 
 26=  1-2(3)3=  (1-2س3) ـــــــــــــــــــاغـــــــ )س( =دــــــــــا ــــغـــــــــــ

 3 ←س              3 ←س                  

 
 ( لتكون:3+س2فنةخذ الدالة )    1  1ج( 

 3=  3( +1)2=  (3+س2) ـــــــــــــــــــاغـــــــ )س( =دــــــــــا ــــغـــــــــــ
 1 ←س              1 ←س                  

 

  :إيجاد قيمة المجهول في دالة علمت غايتها( 2-5)
ــة تحتــوي عمــى مجيــول فيمكننــا  وذلــك بتكــوين  ،إيجــاد قيمــة ذلــك المجيــولإذا عممــت غايــة دال

وطرفيـا اخخـر قيمـة الغايـة، وبإيجــاد الغايـة بإحـدى الطـرق اخنفــة  غايـة الدالــة معادلـة أحـد طرفييـا
 نحميا لنحصل عمى قيمة المجيول.و الذكر نحصل عمى معادلة جبرية، 

 
 أمثمة:

 فما قيمة أ ؟ 15 د)س(= غـــــــــــــــــــــاوكانت      1 -2سأ  إذا كانت د)س(=( 1
 2←س                                                                                 

 15=  (1-2سأ) ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ الحل:
 2←س           

 15=  1-2(2أ)
 15=  1-أ  4
 16أ =  4
  = 4أ 

 
 ه.قيمة  جد   9= (  3ه س +  -2س 2ه) غـــــــــــــــــــــاإذا كانت ( 2

 1-←س                           
 9=  (3ه س +  -2س2ه) ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ الحل:

 1-←س           
 9=  3+  (1-)ه  -2(1-)2ه
 1= 9 – 3ه +  + 2ه
 1= 6 – ه + 2ه
 1( =2 –()ه 3+  )ه

 3- = ه             1( =3+  )هأما  
 2 = ه              1( =2 –)ه أو  
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 
  1 س             3+2س2 

  ( إذا كانت  د)س(=3
  1س              2س+أ   

 
 .1←اية عند سغ التي تجعل للدالة أ قيمة  فجد

 

)العدد الذي يفصل بين الفترتين( يجب أن تكون الغاية  1←لكي تكون للدالة غاية عند س الحل:
 الغاية من جهة اليسار. فعليه يجب أن نساوي الغايتين:تساوي  من جهة اليمين

 (3+2س2) ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ=  (2+سأ ) ـــــــــاـــــــــــــــغـــــــ
 1 ←س                                1 ←س   
 3+2(1)2=  2(+1أ )

 5=  2أ + 
  = 3أ 
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 ( 1-2)تمارين 
 :ناتج ما يأتيجد  (1
 (9-2س4-3س5غـــــــــــــــــــــــا ) أ( 

  2 ←س
 (2+2س5-4س3غـــــــــــــــــــــــا ) (ب 

   2 ←س          
 
 1 - 2س  3 غـــــــــــــــــــــــا (د           7س + 4+  2س    ــــــــــاــــــــــــــــــــــــــغــ (ج 

 3- ←س                                         1-←س           
 
 

 غـــــــــــــــــــــا (ه 
 5 ←س           

 25 – 2س      
————————   

 15س + 8 – 2س  
 غـــــــــــــــــــــا (و 

 3 ←س           
 6س + 5 – 2س   

————————   

 س3 – 2س     

  
 غـــــــــــــــــــــا (ز 

 1 ←س           

  
 1 - 3س   

—————   

 2 – س2  
  

 
 

 
 د)س(= علمت أن إذا  إن وجدت )س(د غــــــــــــــا ( جد2

  1-←س             
  -1 س             1+2س 

 
  -1 س             س - 2 

 
 
 

 

 
  1 س               2 - س 

 فجد كلًا من:،                                  =  كانت  د)س(( إذا 3
  1س              3 -2س2  

 
 )س(دغـــــــــــــــــــــــا  أ(     

  1 ←س      
 )س(دغـــــــــــــــــــــــا  (ب    

 5 ←س                  
 )س(دغـــــــــــــــــــــــا  (ج 

             2- ←س             
 
 

 فما قيمة  أ ؟    13=  (5 -2سأ غـــــــــــــــــــــــا ) إذا كانت  (4
 3 ←س                         
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 فجد قيمة  ص ؟   17=  (5س + 2ص -2س3غـــــــــــــــــــــــا ) إذا كانت  (5

 1- ←س                            
 
 : 3←غاية عندما  سالآتية  تجعل للدالةقيمة ه التي  ( جد6
 

               د)س(=  
  3 س           1 -2س 

                              
  3 س           + ه س 
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عند دراسة الفصل الثالث ) المشتقة ( وفي نهاية الساعة الدراسية المخصصة 

 لكل مفردة من المنهج يتوقع من المتعلم أن : 

 يبين مفهوم المشتقة هندسياً .  .1

 يستخدم قواعد الاشتقاق لإيجاد المشتقة للدوال بسهولة. .2

 يحسب مشتقة الدوال المختلفة عند نقطة معينة بدقة . .3

 يجد المشتقة الثانية للدوال المختلفة باستخدام الرموز الرياضية .  .4

 يجد المشتقة الثانية للدوال المختلفة عند نقطة معينة بدقة .  .5

 يبين التفسير الهندسي لمشتقة الدالة عند نقطة معينة بشكل صحيح . .6

 يستخرج معادلة المماس لمنحني عند نقطة معينة بشكل صحيح. .7

 باستخدام المعادلة بدقة. يحسب ميل المستقيم .8

يجد معادلة العمودي على المماس لمنحني عند نقطة معينة بشكل  .9

 صحيح.

يجد نقطة أو أكثر تنتمي لدالة منحني عندها المماس يوازي مستقيماً  .10

 معلوما ًبدقة.
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    :مقدمة( 3-1)
تعتبر المشتقة من المفاهيم الأساسية في الرياضيات وذلك لتطبيقاتها المهمة والواسعة في 

والعلوم الأخرى. ويعتمد تعريفها على الغاية، وتمثل معدل التغير الذي يحدث في  الرياضيات
وهندسياً تمثل مشتقة الدالة  الدالة بتغير عناصر مجالها، فمتى ما وجد تغير سترافقه المشتقة.

 ميل المماس لمنحني الدالة عند تلك النقطة.عند نقطةٍ ما 
، ويرمز للمشتقة الثانية لها بالرمز   /و  صأس(  ) /د  بالرمز  د)س( ويرمز لمشتقة الدالة 

 . //أو  ص)س(   //د
  

  :قواعد الاشتقاق( 3-2)
 

 أي أن: .: مشتقة الدالة الثابتة تساوي صفرا  القاعدة الأولى  
 إذا كانت د)س( = أ       حيث  أ  عدد ثابت فإن:             
 = صفر)س(   /د            

  
 الدوال الآتية:مشتقة مثال : جد 

 11( د)س(=1
 = صفر )س( /د  الحل:

   11( د)س(=2
 = صفر )س( /د  الحل:

 
             -1 

 —— ( د)س(=1
              8 

 = صفر )س( /د  الحل:

 

 1-2( د)س(=ه4
 

 [ لماذا؟ ]    = صفر )س( /د  الحل:
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تساوي  متغير مرفوع لأسبحد واحد ذات : مشتقة دالة الثانيةلقاعدة ا
 أي أن: .(1الأس مضربا  في المتغير مطروحا  من الأس العدد )

 فإن:ح   ن،  {0}ح/  س  حيث     ند)س( = س  إذا كانت
 1-نن س)س(  =  /د         

  
 مشتقة الدوال الآتية:: جد  ةمثلأ

 4( د)س(= س1
  3س4=  1-4س×  4=  )س( /د  الحل:

 
 2-( د)س(= س2

 3-س2-=  1-2-س×  2-=  )س( /د  الحل:

 
 

     4س  1 =د)س( (1
  الحل:

 س =    نس  م   تذكير: لتحويل الجذور إلى أسس نتبع القانون الآتي: 

 د)س(= س

 
س      = 1 -    س    )س( =  /د


           

 
 = س ( د)س(4

                                                 
   -س        = 1 -     س        )س( = /د  الحل:

           
                  3            

  =————   
          س 5      

 
                   3 

  = ———— 
   2س  5 5     
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الثابت مضرروب دالة تساوي ثابت مضروب في : مشتقة الثالثةلقاعدة ا
 أي أن: .في مشتقة الدالة

 فإن: ك عدد ثابتحيث         (سك ه)د)س( =   كانتإذا 
 )س( /ه ك)س(  =  /د

   
 مشتقة الدوال الآتية:: جد  ةمثلأ

 (1) /د  ثم جد      1س 12( د)س(= 1
  2س 33=  2س 3 × 12=  )س( /د  الحل:

 33=  2(1) 33=  (1) /د 
 

               -7 
 1عند   س=    ( د)س(= 2

 1س                
  )لماذا؟(    3-س 7-=  د)س( الحل:

                                                 21 
 =  4-س 21=  4-( س3-( × )7-= ) )س( /د

  4س                                                 
                            7 

                      21           21           7 
    =  ==  (3) /د
                      (3)4  11           27 

                            27 
  

 س  4  1= ( د)س( 1
س 3 د)س( =  الحل:


 
                                     

         -=       س       -س  × 3=  )س( /د
       

     3 
 =——— 
 س4     

      

         3 
 =———— 
 3س  4  4   
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       الفصل الثالث: المشتقة
 

 

 4(    عند س=6) س +  س ( د)س(= 2
سالحل: د)س(= 


 (3) س +  

                                              1 
س=  )س( /د              


 -س ——×  (3) س + +  1×  

                                2 
 (3) س +                           

س=                       

 + —————  

س 2              
 

 

 3س + س + 2                     
                        =———————  

س 2            
 

 

 3+ س 3                       
                         =———————  

                 س  2          

                       3×4  +3        9 
 ——=  ———————=   (4) /د

            2 4        2 
                      

 

 (    6) س +  س طريقة ثانية للحل: د)س(= 
س= 


 (3) س +  

س= 


س ×3س +  ×  
 

س 3+    س= 


 
 3         س  3              1     3              3                 

س  ——=  )س( /د              

 ———+   ————=  -س ——×  3+  

  س             2                 2                    2   
 3س+ 3                  
                       =—————  

  س  2    
 

                 3  ×4  +3        9 
  —— =  —————=  (4) /د                

     2 4           2 
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  الفصل الثالث: المشتقة
 

 

المقام مضروبا  )]تساوي  تيندالحاصل قسمة : مشتقة السادسةلقاعدة ا
[ (البسط مضروبا  في مشتقة المقام)مطروحا  منه  (مشتقة البسطفي 

 أي أن: .مقسوما  على مربع المقام
 )س(ه                   
 فإن:صفر   ، ل)س(      ——— إذا كانت د)س( =

 ل)س(                   
 

  )س(/ل0ه)س( - )س(/ه0ل)س(           
 —————————————)س( = /د

 2[ ل)س( ]                       
 
 مشتقة الدوال الآتية:: جد  ةمثلأ

 7 - 2س1                  
 1عند  س=   ————( د)س(= 1

  2س                  
 س2(× 7 – 2س3) –س 3×  2س                          

 ——————————— = )س( /د  الحل:
  2(2)س                                

 
 س14 + 3س3 –3س3                         

 = ——————— 
 4س                                     

 
 س× 14                          

 = ——— 
 3 4س        

  
                            14 

 = ——— 
 3س        

 
                           14 

 14=  ——— =  (1) /د 
        (1)3 
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       الفصل الثالث: المشتقة
 

 

 1+  2س                    
 (1-) /ثم جد   د  ————( د)س(= 2

  1 - 1س               
 

 2س3(× 3 + 2)س –س 2( × 1 – 3)س                          
 ——————————— = )س( /د  الحل:

  2(1 - 3)س                                

 
  2س9 – 4س3 –س 2 –4س2                         

 = ————————— 
 2(1 – 3س)                                    

 
 س2 - 2س9 – 4س -                         

 = ———————— 
 2(1 – 3س)                                

 
                           - (-1)4 – 9(-1)2 – 2(-1) 

 ——————————— = (1-) /د 
                                   ((-1)3 - 1)2 

 
                         - 1 
= ——  =-2 

                            4 
 

                       -1 
 (1-) //ثم جد   د  ————( د)س(= 1

  1س 1                
 

 1          2س9        2س9(× 1-) – صفر×  3س3                         
 —— = ——— = ————————— = )س( /د  الحل:

 4س      4    3س 9                2(3س3)                                
 

 4-      3س×   4-        3س4(× 1) – صفر×  4س                         
 —— = ——— = ————————— = )س( //د        

 5س      5    1س                    2(4س)                                
 

                             -4 
 4 = ——— = (1-) //د        

                      (-1)5 
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  الفصل الثالث: المشتقة
 

 

 طريقة ثانية:
                -1       -1  

  3-س ——=  ——د)س(= 
 3      1س 1         

 
                    -1                               

  4-=  س 4-س (3-)×  ——=  )س(/د
               3                

 
                                 -4 

 ——=  5-س 4-=  )س(//د
 5س                            

 
                      -4 
 4=  ——— = (1-)//د
                (-1)5 

 
 

 
قوس مرفوع لأس معين تساوي الأس مضروبا  : مشتقة السابعةلقاعدة ا

(، مضروبا  في مشتقة داخل 1في القوس مطروحا  من أسّه العدد )
 أي أن: .القوس

 فإن:    ن [ )س(ه] إذا كانت د)س( =
 
 )س(/ه 0 1-ن[ه)س(]ن )س( = /د
 
 

 مشتقة الدوال الآتية:: جد  ةمثلأ
 1عند  س=       1(1 – 2س2)( د)س(= 1

 

 س4×  4(1 – 2س2× )5=  )س(/د الحل:
  4(1 – 2س2س )22 = 

  4(1 – 2(1× ) 2) (1× ) 22=  (1)/د
       =22  ×1  ×1  
       =22 
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       الفصل الثالث: المشتقة
 

 

 1(1 – 2س1+  4)س   ( د)س(=2

                        (1 – 2س3+  4)س = د)س( الحل:  

                      3 
(1 – 2س3+  4)س —— = )س(/د

 
 س(3+  3س4× )

                                 2  
 1 – 2س3+  4س    س(9+  3س3) =
 

             
 

( 
 1 –س 2

) 1 
 ————— = ( د)س(1

  1+  2س 
 

 = )س( /دالحل: 

 

 1 –س 2 ) 5
————— 

 3+  2س

 

) 
 

4  

 س2(×1-س2) – 2(×3+2)س ) 
 2(3+  2س)

 

) 
 

 س2+2س4 – 3+2س2       4(1–س2)                          
= 5 ×——————   ×————————  

 2(3+2س)             4(3+2س)          
 

 4(1–س2( )3-س –2)س12-                     
= —————————————  

 3(3+2س)          
 
 (2)/دثم جد        6(1 – 2( د)س(= )س4

 

 س2×  5(5 – 2)س×  3=  )س(/د الحل:
  5(5 – 2)س س12 = 

 24-=  (1-)×  24=  5[5 – 2(2)] 2×  12=  (2)/د
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  الفصل الثالث: المشتقة
 

 

 
 

 ( 1-3)تمارٌن 
 :مشتقة الدوال الآتيةجد  (1
 7-د)س( = س (ب                                      23د)س( =  أ(

 
  

 2س  3  = د)س(د(                                    س4=  د)س( (ج
 

  

 3-عند س=   3 + س5 – 3س4د)س( =  (و                          2+ ب 2ه    د)س( =ه( 
 

  

 7عند س=  (1 - ()س5 + س2د)س( = ) (ح                (7- س5 + 2س4د)س( = ) (ز 
                                                                 1    

 ————=  د)س(( ي     2-س= عند 1-س4+2س -3سد)س(= (ط
 2س  5                                                              

 3+2س           
 س5+  2س3    د)س( = (ل                            ————د)س( =  (ك 

 1-س           
 

 :جد المشتقة الثانية لمدوال الآتية (2
 3س=    عند              6+2س3 –3س5د)س( =  أ(

 

3(1+س2)=  د)س( (ب
            1س=   عند                                            

 

               3             2 
            2س=   عند       5+  3-س ——+  4س ——د)س( = ( ج
               4             3 

 
 

 :أثبت أن (3
 .4( عندما  س=15( تساوي )1()س+3-س2مشتقة الدالة د)س( =) أ(

                                    4 
 .1-( عندما  س=48-تساوي )  ——شتقة الثانية لمدالة د)س( = المب( 

 3س                                   
  

 5 س= ماعند (1تساوي )     9س + 6 – 2س    د)س( = دالة مشتقة الج( 
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       الفصل الثالث: المشتقة
 

 

 :تطبيقات هندسية على المشتقة (3-3)
أشرنا في بداية الفصل إلى أن المفهوم الهندسي لمشتقة الدالة عند نقطة معينة تمثل ميل 

تلك النقطة. وهنا سوف نهتم بمسألتين الأولى: إيجاد معادلة المماس المماس لمنحني الدالة عند 
هما،  والثانية: إيجاد نقطة من نقاط ليلمنحني الدالة عند نقطةٍ ما، أو معادلة العمودي عليه أو ك

 الدالة يكون عندها المماس موازياً لمستقيم معلوم.
يعني أن  ،نقول مماس لمنحني الدالة وهنا يجب أن يعلم الطالب بأن المماس هو مستقيم، وعندما

هذا المستقيم يشترك مع الدالة بنقطة واحدة تسمى نقطة التماس. وهي نقطة من نقاط الدالة 
( يمكن أن نلاحظ 1-3)تحققها(، وبنفس الوقت نقطة من نقاط المستقيم )المماس(. ومن الشكل )

 اط الدالة.بأن الدالة لها العديد من المماسات التي تختلف باختلاف نق
 +ص                                            

                  (1، ص1)س          مماس     )س(د     
 

      مماس                                                              
 (3، ص3)س                                                                                                         

 
       مماس                                        

        (2، ص2)س                                                                   
 -س                                                                                     +س

 
 
 
 
 
 
 
 

 -ص                                          
 (1-1شكل )
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  الفصل الثالث: المشتقة
 

 

 إيجاد معادلة المماس أو العمودي عليه :أولاا 
 في الصف الرابع أن معادلة المستقيم إذا عُلِم ميله ونقطة من نقاطه هي: تعلمنا
  

 (1س – س) م=  1ص -ص     
 

 نقطة تنتمي له.( 1، ص1)س،       ههو ميل  محيث 
وههي  (1، ص1)سفإذا كان هذا المستقيم هو مماس الدالة، فإنهه يشهترك مهع الدالهة بنقطهة التمهاس 

 تحقّق الدالة، لذا يمكننا إيجادها بالتعويض في معادلة الدالة.نقطة من نقاط الدالة أي أنها 
عند نقطة وحسب المفهوم الهندسي للمشتقة فإن ميل المماس يمكن معرفته بإيجاد مشتقة الدالة 

 التماس. وهكذا فإذا عُلِم ميل المماس ونقطة التماس فيمكننا تطبيق العلاقة أعلاه لإيجاد معادلته. 
 

 .2عند س=  1س+1-2س2ة المماس لمنحني الدالة د)س(=جد معادل : 1مثال
 في الدالة: 2لإيجاد نقطة التماس نعوض عن قيمة س= الحل:

              1=  3+12–1=  3(+2)5-2(2)2=  (2د) 
 نقطة من نقاط المماس(. ( هي نقطة التماس1،  2قطة )نال( 

 2ولإيجاد الميل نجد مشتقة الدالة عند س=
 5 –س 4=  )س(/د
 3=  5-1=  5 –( 2)4=  (2)/د
 3=  م 

 نجد معادلة المماس بتطبيق العلاقة:
 (1س –)س  م=  1ص -ص 
 (2-)س 3=  1-ص
 3-س3=  1-ص
 2=  3+  1-س 3 -ص 

 هي معادلة المماس    2 = 5 + س3 - ص 
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       الفصل الثالث: المشتقة
 

 

 ميل العمودي على المماس هو المقلوب السالب لميل المماس. :ملاحظة
 1-                                  أي أن:

 =  ميل العمودي على المماس       
  م                                    

 
 جد معادلة العمودي على المماس لمنحني الدالة: : 2مثال

 س                     
 1-عند س=      د)س(=

 س1+2          
 

                    -1            -1 
   =  =1=  (1-د) الحل:

          1+2(-1)        -1 
 المماس.العمودي على نقطة من نقاط و  ( هي نقطة التماس1،  1-قطة )نال 

 1س              2 –س2+1        2×س – 1×س(1+2)           
   =  ==  )س(/د

 2س(2+1)            2س(2+1)                 2س(1+2)                

 

               1              1 
   =  =1=  (1-)/د

           (1+2(-1))2     (-1)2   
 1=  ميل المماس 

                                    -1 
  = ميل العمودي على المماس  =-1 

                                     1 
 (1س –)س  م=  1ص -ص 
 ((1-)-)س 1-=  1-ص
 (1+س)-=  1-ص
 2=  1+  1-س  +ص 

 المماسالعمودي على هي معادلة     2 = س + ص 
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  الفصل الثالث: المشتقة
 

 

عنرد   1(1س+د)س(= ) جد معادلة المماس والعمودي على المماس لمنحني الدالة:  : 1مثال
 .1-س=

 1-=  3(2-= ) 3(3+5-) ( =5-د) الحل:
 ( هي نقطة التماس.1-،  5-قطة )نال 
2(3)س+3 = 1×  2(3)س+ 3 = )س(/د

 

 12=  4×3=  2(2-× ) 3=  2(3+5-)3=  (5-)/د
 12=  م 

 (1س –)س  م=  1ص -ص 
 ((5-)-)س 12=  (1-)-ص
  32س+12=  1+ص

 هي معادلة المماس       2 = 52 -س12 - ص 
 

                                -1 
 ميل المماس[السالب لمقلوب ال]     ميل العمودي على المماس = 

                                12 
            -1 

 (5)س+ =  1ص+
            12 

 [12× ]بضرب طرفي المعادلة (          5)س+ -=  93ص+12
 2=  93+  5 + س + ص12

 على المماسهي معادلة العمودي      2 = 121 + س + ص12 
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       الفصل الثالث: المشتقة
 

 

 نقطة تنتمي إلى الدالة عندها المماس يوازي مستقيم معلومإيجاد  :ثانياا 
 وصيغتها العامة هي: المعلوم هو المستقيم الذي عُلِمت معادلته،ن المستقيم إ
 ح    حيث    أ ، ب ، جه           س + ب ص + جر = صفر     أ
 :ميله وذلك وفق العلاقة الآتيةيمكننا معرفة معادلة المستقيم  ومن 

  
 معامل  س -                      

 ——————= ميل المستقيم     
 معامل  ص                        

 
 صفرا   بشرط أن يكون س ، ص في طرف واحد من المعادلة ، وأن  ب 

ميل المماس وحيث أن المستقيمات المتوازية لها نفس الميل )ميولها متساوية(، لذا فإن 
عند نقطة  المنحني يساوي ميل المستقيم الموازي له. وحسب المفهوم الهندسي لمشتقة دالة

والتي تساوي ميل المماس؛ فيمكننا بعد أن نساوي تلك المشتقة بالميل أن  معلومة )نقطة التماس(
نقطة نحصل على معادلة نحلها لنحصل على الإحداثي السيني لنقطة التماس. وبما أن هذه ال

 نحصل على إحداثيها الصادي.بالدالة تحقق الدالة لذا فعند تعويضها 

 
س  والتري عنردها الممراس يروازي 8 - 2سد)س(=  جد نقطة تنتمري لمنحنري الدالرة  : 1مثال

  0=  4س + 2المستقيم:   ص + 
 

 2-          معامل  س -                         
   =  =-2= ميل المستقيم  الحل:

 1معامل ص                               
  = المستقيمان المتوازيان لهما نفس الميل[        2-ميل المماس[ 
 1-س2 = )س(/د
 م = )س(/د
 2-=  1-س2
 3س =                 3س = 2

 س  1 - 2د)س(= س
 15-=  24 - 9( = 3)1 – 2(3)=  (3د)
 الدالةتنتمي إلى ( 15-،  3قطة )نال. 
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  الفصل الثالث: المشتقة
 

 

                                                               1 
 والتي  4س+9-2س —— -1د)س(= س الدالة  إلىتنتمي أو أكثر جد نقطة  : 2مثال

                                                               2 
  7=س9-عندها المماس يوازي المستقيم:   ص        
 

 (9-)-معامل  س         -                         
   =  =9= ميل المستقيم  الحل:

 1معامل ص                               
  = 9ميل المماس  
 9 -س 3 -2س3 = )س(/د
 م = )س(/د
 9=  9 -س 3 -2س3
  [ 1بقسمة طرفي المعادلة على  ]                3=  3 -س  -2س
 2=  3 -س  -2س
 2=  (2)س +  (3 - س)

 3س =                  2=  3 -سأما   
                  3                                 27                  -19 

  ——=  4+  27 – —— - 27=  4( + 3)9 –2(3) —— –3(3)= (3د)
                  2                                 2                     2 
                -19 

     ( تنتمي إلى الدالة.——،  3قطة )نال 
                       2 

 2-س =                 2=  2أو    س+ 
                    3                                  

  1=  4+  11+  3 - 1-=  4( + 2-)9 –2(2-) —— –3(2-)= (2-د)
                    2                                

     ( تنتمي إلى الدالة.1،  2-قطة )نال 
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       الفصل الثالث: المشتقة
 

 

 .ا  صفر  يساويمحور السينات ميل  :ملاحظة 
 

 

والتي عنردها الممراس يروازي   1س+2-2جد نقطة تنتمي لمنحني الدالة  د)س(= س : 1مثال
 محور السينات. 

 

 محور السينات  / /   المماس e الحل:

         المستقيمان المتوازيان لهما نفس الميل[ميل المماس = صفر[ 
 2 - س2 = )س(/د
 م = )س(/د
 2=  2-س2
 1س =                 2س = 2
 [س في الدالةقيمة بالتعويض عن ]  4=  5+  2 – 1 = 5+  (1)2 – 2(1)=  (1د)
 ( تنتمي إلى الدالة.4،  1قطة )نال 

 
والترري عنرردها الممرراس   1س+7-2س1جررد نقطررة تنتمرري لمنحنرري الدالررة  د)س(=  : 4مثررال

 .1س+6ص= 2يوازي المستقيم:   
 الحل:

لإيجاد ميل المستقيم الموازي للماس يجهب أن يكهون س ، ص فهي طهرف واحهد مهن المعادلهة، 
 صفراً  وأن  ب 

  5=  س3 - ص2وعليه فإن معادلة المستقيم ستكون:  
 

 (3-)-معامل  س         -                   
 [لماذا؟ ]      (م) = ميل المماس    =  =3= ميل المستقيم 

 2معامل ص                          
 

 7-س12 = )س(/د
 3=  7-س12
 1س =                  12 = س12
 3=  5+  7 – 5=  5( + 1)7 – 2(1)5=  (1د)
 ( تنتمي إلى الدالة.3،  1قطة )نال 
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  الفصل الثالث: المشتقة
 

 

 
 

 (2-3)تمارين 
 .1عند النقطة س= 1س+9+2س3-3= س د)س(جد معادلة المماس لمنحني الدالة:  (1
 
 3-س1-3= س جد معادلهة الممهاس ومعادلهة العمهودي علهى الممهاس لمنحنهي الدالهة: د)س( (2

 .2-س=عند النقطة 
 
ثم جد معادلة المماس له   2عند س=   3-س4+2س = جد ميل المماس للمنحني  د)س( (1

 عند تلك النقطة.  
 
 عند النقطة س= صفر.   5س+9+2س3-3= س جد معادلة مماس المنحني:   د)س( (4
 
ها المماس يوازي المستقيم: عندوالتي   5س+4-2= س جد نقطة تنتمي إلى الدالة:   د)س( (1

 .ص= صفر -س2
 
والتههي عنههدها الممههاس   5س+3-3= س جههد نقطههة أو أكثههر تنتمههي لمنحنههي الدالههة:   د)س( (6

 يوازي محور السينات.
 
والتهههههي عنههههدها الممهههههاس يهههههوازي   2-س3+2س5=  جههههد نقطهههههة تنتمههههي إلهههههى الدالههههة:   د)س( (7

 .7س + 3المستقيم: ص= 
 
والتهي عنهدها   4س+9-2س3-3= س جد نقطة أو أكثر تنتمهي إلهى منحنهي الدالهة:   د)س( (8

 ميل المماس يساوي صفراً.
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عند دراسة الفصل الرابع ) التكامل( وفي نهاية الساعد الدراسية المخصصة 

 لكل مفردة من المنهج , يتوقع من المتعلم أن : 

 يبين مفهوم ) التكامل ( باستخدام الرموز الرياضية .  .1

 يطبق مسألة في تكامل الدالة الثابتة بسهولة . .2

 يجد تكامل متغير مرفوع لأس بسهولة .  .3

 ثابت مضروب في دالة بسهولة .يجد تكامل  .4

 يجد تكامل مجموعة من الدوال بسهولة.  .5

يجد تكامل مقدار داخل قوس مرفوع لأس معين ) بشرط أن يكون  .6

 القوس مضروب في مشتقة داخل القوس ( بسهولة.

 يحدد الطريقة المناسبة لتكامل الدوال المختلفة بدقة .  .7
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    :مقدمة( 4-1)

موضوع التكامل من المواضيع المهمة في الرياضيات لما له من تطبيقات واسعة مثل: عتبر ي
يجاد معادلة المنحني إذا عُلِم  ميله، إيجاد المساحة المحصورة بين المنحني ومحور السينات، وا 

يجاد إزاحة الجسم إذا أعطيت سرعته أو تعجيله، وغيرها من التطبيقات  .وا 
 ويدخل علم التفاضل والتكامل في العديد من التطبيقات في الهندسة والعلوم المختلفة حيث كثيرا   
 عن حلها بسهولة. الجبر حتاج لدراسة سلوك الدالة والتغير فيها وحل المشاكل التي يعجز علمنما 
  .الجبر يدرس علم التفاضل والتكامل بعد دراسة أساسيات ة ماوعاد

مشتقتها هي   5 + س3 - 2س = لقد مرَّ معك كيفية إيجاد مشتقة الدالة، فمثلا  الدالة د)س(
ذا أردت أن تجد قاعدة الاقتران )الدالة( التي مشتقتها ) 3-س2)س(=/د ( فإنك ستجد 3-س2. وا 

 ( مثل:3-س2أن تكون مشتقتها )يٍ من الدوال التي يمكن عددا  غير منته
س(، ... . حيث تلاحظ أن الفرق 3-2(، )س011س+3-2(، )س6-س3-2(، )س5س+3-2)س

بين كل من هذه الدوال عددا  ثابتا  لأن مشتقة الثابت تساوي صفرا . وعليه يمكن التعبير عن 
 عدد ثابت  جـ يث ح  س+جـ   ، 3-2مجموعة هذه الدوال بالصورة:   د)س(=س

)س(، وتسمى /تسمى تكامل الدالة د 3-س2)س(=/إن عملية إيجاد الدالة د)س( التي مشتقتها د
 .عملية التكامل هي عكس عملية الاشتقاق، أي أن (3-س2س+جـ( تكامل الدالة )3-2)سالدالة

 جـس+ 3-2س = سх (3-س2) jويعبر عن ذلك باستخدام الرموز على النحو الآتي: 
( تعني أن التكامل بالنسبة للمتغير  س سхإلى عملية التكامل ، و)(  j )حيث ترمز العلامة 

 (  ثابت التكامل.جـ)بدلالة المتغير  س( ، ويسمى  )
في دراستنا هذا  وسنقتصر محدد.الين: التكامل المحدد والتكامل غير ألى جز عينقسم التكامل و 

إيجاد المعكوس الرياضي للتفاضل ولهذا السبب يسمى والذي يعني  محددالالتكامل غير العام على 
 .بالاشتقاق العكسيأيضا 
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  :لتكاملقواعد ا( 4-2)
 (.0علمنا أن ملخص خطوات عملية الاشتقاق هي: نضرب في الأس، ونطرح من الأس العدد )

)باعتبار أن فإذا أردنا أن نعكس هذه الخطوات فإن التسلسل المنطقي لملخص خطوات التكامل 
 التكامل عكس الاشتقاق( سيكون:

 (.0للأس العدد ) ضيفن .1
 نقسم على الأس الجديد. .2

 وفيما يأتي تفصيل لقواعد التكامل:
 

 

 ح  حيث  جـ           + جـ  س=  سj х    أ( :ولىالقاعدة الأ
 
 
 
 

 + جـ نن = j  х (1:  ةمثلأ
 

2) j  х = جـ كك + 
 

3) j  хجـ ب = ب + 
 

 
 

  ب(   
 1ن+س                            

     j نس хحيث  جـ     + جـ —————=  س  ح 
 1ن+                         

 ]لماذا؟[     -1ن     بشرط               
 
 
 
 

 

 لعملية التكامل.وتعتبر هذه القاعدة هي المبدأ الأساس 
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 كلًا من التكاملات الآتية:: جد  ةمثلأ
 0           4س                           

1) j 3س хجـ 4س ——=  + جـ ——=  س + 
                      4              4 

 
 0-         0-ن                           

2) j 2-ن х = جـ ——=  + جـ ——ن + 
 ن           0-                      

 
 3              س                            

3) j س хجـ  س  ——=  + جـ ——=  س + 
                                        5 

 5س                                         
4) j  5  2س   хس = j س   хجـ س  ——=  + جـ ——=  س + 

                                                            7 
 

               хس              хس                      
5) j ————  =j ———— = j س- хس 

 س                 5س  3       
 

 3-                 -س                        
 + جـ  -س  ——+ جـ  =  ————= 

     -                   2 
 

                                                 -3              
  + جـ  ———= 
           س2   

                              
                               -3                                

 + جـ ———— =
     2س  3 2                             
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 .تكامل الدالة× الثابت  =دالة × تكامل ثابت : نيةثاالقاعدة ال      
 أي أن:     

 j س(   أ(دхأ=  س j )د)س хجـحيث أ     + جـ س ،  ح 
 

 

 كلًا من التكاملات الآتية:: جد  ةمثلأ
1) j 3 х= 3 س j х جـ س3= س + 
 
2) j  хب =  j х ب=  جـ ب + 

    4س                                            
3) j 43س х4 = سj 3س хجـ 4س=  + جـ ——× 4 = س + 

                                         4  
 2        0             س                         

4) j  س

 х = س  ×—— جـ  +    س  —— × —— = + جـ  

                                         2        3       
 

   = جـس +   =   جـ  3س + 
 

 س                              
5) j 4 3  س    х4=  سj س


 хجـ+  ——× 4 = س 

 
         3 

 + جـس ——× 4= 
         4 

 
 + جـس 3= 
 
 
 جـ+   4س  3  3 =

 
 
 
 

 
 

70



 الفصل الرابع: التكامل 
 

 

 

. تكامل مجموع عدد محدود من الدوال يساوي مجموع تكاملاتهـا :القاعدة الثالثة

 س х)س((ن)س(+ ... + د2)س(+ د1)دj أي أن:
     =  j س(1د(х + سj 2د)س(х + ... + سj ند)س(хس 

 
 
 

 

 كلًا من التكاملات الآتية:: جد  ةمثلأ
1) j (6س +3- 2س) хس = j 2س х س- j3 سх+ س j6 хس 

 2س         3س                                    
 جـ +س 6 + ——× 3 - —— = 

                                3            2 
                                    0            3 
 + جـس 6 + 2س —— - 3س —— = 

                                3            2 
2) j (42س3+  3س )хس = j 43س х س+ j32س хس 

 3س          4س                                         
 + جـ ——×  3+  ——×  4 = 

                                     4             3 
 + جـ 3+ س 4س=  

 

3) j (37+ س  5 - 5س )хس = j 35س х س– j س х+ س j7 хس 
 

                     س     6س                                            
 + جـس 7 + —— - ——× 3 = 

          6 
      0            5 

 جـس + 7+  س  —— -6س  ——=  
                                    2             6    

4) j (2 +3س)2 хس = j(49س+02+ 2س) х س 
 4                 2س         3س                                 
 ـج +س9+2س6+3س —— = جـ+س9+ ——×02+ ——×4 =

                             3           2                   3 
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 .يتوزع التكامل على الجمع والطرح، ولا يتوزع على الضرب والقسمة :ملاحظة
 
 

 التكاملات الآتية:أمثلة: جد 
1)j ( 4()س+3-2)سх= س j (02 -س 3 – 2س4+  3)س хس 

 

 2س          3س          4س                                  
 جــ س +02 – ——× 3 - ——× 4+  —— =

                                   4            3            2 
 

                                    0             4            3 
 جــ س +02 – 2س —— - 3س ——+   4س —— = 
                                   4              3            2 

 

 
j 

 س2+4س5  
j( 

 س2     4س5
) х2 س) ————— хس = ——  +——  

 3س      3س  3س       
 

= j (5+2-س2س) хس       

 0-س           2س          
 + جـ ——×  2+  ——×  5= 

          2             -0 
 

     5             2     
 + جـ —— - 2س  —— =

 س             2     
 

 
j 

 س8-2س7+3س    
j 

 (8-س7+2س)س
х3 س) ———————— хس = ———————— 

 0-س 1-س           
   

j 
 (0-س()8+س)س

хس  = ———————— 
 (0-س)  

 2س           3س                           
= j (س8+2)س хجـ ——×  8+  —— = س +      

                                   3             2 
             0          

 + جـ 2س4 + 3س  —— =
             3              

يتوزع التكامل على الجمع والطرح، ولا يتوزع على الضرب والقسمة
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 الفصل الرابع: التكامل 
 

 

مقدار داخل قوس مرفوع لأس )بشرط أن يكون تكامل  :القاعدة الرابعة
القوس نفسه  القوس مضروب في مشتقة داخل القوس(، يساوي
إذا كانت  أي أن .بعد إضافة واحد للأس، مقسوماً على الأس الجديد

 :د)س( قابلة للاشتقاق فإن
 1ن+]د)س([                                

     j[)د)س]س( /د.  ن(хحيث ن   + جـ —————=  س -1 
 1ن+                                     

 
 

 من التكاملات الآتية: كلاً : جد  ةمثلأ
 0          6(0-2س3)                              

1) j 6 5(1-2س3)س  хجـ 6(0-2س3) ——=  + جـ ————=  س + 
                              6               6 

 (1-2س3س( هي مشتقة داخل القوس )6) لاحظ أن)     
 

2) j 2 5 – 2س   س   хس  =j 2(5-2)س س

 хس  

  (5-2)س                              
 + جـ ————=  

       
                            2                             
      جـ+      (5 -2)س ——= 

                                                  3 
 سх (5+2س3)  

3) j ——————— = j(5+2س3)     -س(5+3)س хس 
  س(5+3)س         

 س(5+3)س                          
 جـ+  —————— =

                           5 
 جـ+    س(5+3)س ——= 

                          3 
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4) j (311-2س3()5-س)3-سхس  =j   ×2 (301-2س3()5-س)3-سхس 

 =j (601-س)(01-2س3)3-سхس 
 2-س(01-2س3)                                         

 =× ———————  +جـ 
             -2 

 
                                             -0 

 جـ+  ———————=   
 2س(01-2س3) 4  

                                          
5) j 4(14 – س6 – 3)س(2 – 2)س


   х       س 

( أي 2 – 2)س4( بينما المتوفر هو 2-2)س3= (6-2س3)هي )لاحظ أن مشتقة داخل القوس 
 فهي زائدة فنخرجها خارج التكامل( 4، أما 3ونقسم على  3لذا نضرب في 3 المطلوب أن

                                                  4 
j 4(14 – س6 – 3)س(2 – 2)س


 хس  =—— j3(04–س6 –3)س(2–2)س


хس      

                                                          3 
 

 (04–س6 –3)س        4    
 =——  ×————————

 
 + جـ

    3                 
    4        4 

(04–س6 –3)س ——×  —— =
 

 + جـ
    3        5 
    06 

(04–س6 –3)س —— =
 

 + جـ
    05 
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 د كلًا من التكاملات الآتية:ج :أمثلة متنوعة
 0-                  0-          6-ن                    
1) j 7-ن хجـ ———=  + جـ 6-ن ——=  + جـ ——=  ن + 

 6ن 6             6             6-              
 
        س                                       
2) j  س х = سj س


 хجـ  س         = + جـ ———=  س + 

                                    
 3        5               س       5                    5        
3) j ——  س


 х = ـ+ جس      ——×  —— = + جـ ———×  ——س 

  3                     3                         3        4 
 

     5   
 ]حول الأس الكسري إلى جذر؟ كيف؟[ ـ+ ج    س  ——= 

     4      
 2س         3س                                     

4) j (63 –س 4+  2س )х = جــ س +3 - ——×4 + ——× 6س 
                                        3           2  

 س + جـ3 - 2س2+  3س2= 
 
 3(5 –س 3+  2)س                                                 
5) j ( 3س + 2)2(5 –س 3+  2)سх= جــ + ——————— س  

                                                           3   
     0 

 جــ + 3(5 –س 3+  2)س —— =
                                                  3 

 
                                    سх س6          

6) j ——————— = j 67-(5+  2س3) س х س 
                         7(5+  2س3)         

 0-             6-(5+  2س3)                               
 جــ + ————— = جــ + ————— = 

 6(5+  2س3)6              6-                                     
     

 الفصل الرابع: التكامل 
 

 

 د كلًا من التكاملات الآتية:ج :أمثلة متنوعة
 0-                  0-          6-ن                    
1) j 7-ن хجـ ———=  + جـ 6-ن ——=  + جـ ——=  ن + 

 6ن 6             6             6-              
 
        س                                       
2) j  س х = سj س


 хجـ  س         = + جـ ———=  س + 

                                    
 3        5               س       5                    5        
3) j ——  س


 х = ـ+ جس      ——×  —— = + جـ ———×  ——س 

  3                     3                         3        4 
 

     5   
 ]حول الأس الكسري إلى جذر؟ كيف؟[ ـ+ ج    س  ——= 

     4      
 2س         3س                                     

4) j (63 –س 4+  2س )х = جــ س +3 - ——×4 + ——× 6س 
                                        3           2  

 س + جـ3 - 2س2+  3س2= 
 
 3(5 –س 3+  2)س                                                 
5) j ( 3س + 2)2(5 –س 3+  2)سх= جــ + ——————— س  

                                                           3   
     0 

 جــ + 3(5 –س 3+  2)س —— =
                                                  3 

 
                                    سх س6          

6) j ——————— = j 67-(5+  2س3) س х س 
                         7(5+  2س3)         

 0-             6-(5+  2س3)                               
 جــ + ————— = جــ + ————— = 

 6(5+  2س3)6              6-                                     
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j 

 (4+س2)   
j 

 (2)س + 2  
7) ————— хس =  ————— хس  

 5(2)س +     5(2)س +    
                     = 2j 

         0 
————— хس 

       4(2)س + 
 
 

 3-(2)س +                                   
 =2 j  + 4-(2)س хجــ + —————× 2=  س 

                                     -3 
 

                                   -2                             -2 
 جــ + —————— = جــ +3-(2)س +  —— =

 3(2)س +  3                          3                                    
 

                                               0 
8) j (25س+6+3س)-( 1+2)سх= س —— j6(25س+6+3س)-(0+2)س хس 

                                               6 
 (5س+6+3س2)       0                                                 
 جــ + ———————×  —— = 

                                                6                
     0      3 

 جــ + (5س+6+3س2) ——×  —— =
     6       2 
     0 

 جــ + (5س+6+3س2) —— =
     4  

                                                     
9) j 2(5-2)س х= س j (25+  2س01 - 4)س хس 

 

 3س           5س                            
 جــ س +25+  ——× 01 - —— =

                            5              3 
 

                             0           01    
 جــ س +25+  3س —— - 5س —— = 

                             5            3    
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 ( 1-4)تمارين 
 :الآتيةكلًا من التكاملات جد 
1) j2  س  хس 

 

 س               
2) j  —————— хس 

  -(1+2)س          
         

     س25+  3+ س4س - 5س         
3) j  ————————————  хس 

 3س                     
 

4) j (5- 4س)5 хس 
 

 سхس 3           
5) j  ——————  

(2ب -2)س          
 

 

6) j 9 (12 – س4 – 2)س(2 –)س    х       س 
 

  12س + 3          
7) j  —————— хس 

6(4+  )س          
 

 
  2+ س( 1)          

8) j  —————— хس 
     س            

 

9) j (3س

  +1)2 хس 
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 16 - 4س              
11) j  —————— хس 

 4 – 2س            
 

11) j (43 – 3س)(2+  س)س х       س 
 

12) j     25+  س 11 + 2س   хس 
 

13) j  9(41 – 2س )5س +  3 - 3س4  3   хس 
 

14) j (43 –س 4 – 2س)–

 س       х (2 – س4) 

   

15) j   3  9 – س     хس 
 

 س2 - 1               
16) j  ———————— хس 

 4س +  – 2س            
           
17) j 3(1س + 4 – 3)س2س хس 
 

18) j    2س2 – 4س  хس 
 

19) j (11 2 –س    )1 –س 5   хس 
 
                      1  

21) j  3( —— - 1) 3س хس 
 س                      
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